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  گفتارپیش

 دانشـگاه علـم و صـنعت    بـرقِ  مهندسیِ يدانشکده در گروه کنترلِ حسابانِ کسريبحث 1387از سال 

 هـاي کارشناسـیِ   چندین دانشـجو در دوره  ،از آن زمان تاکنون. ایران مورد توجه دانشجویان قرار گرفت

ایـن دانشـجویان    تحصـیلِ در طـولِ . انـد التحصیل شـده ي برق فارغي کنترل در دانشکدهاارشد و دکتر

لـذا بـا   . با رویکرد کاربردي آن وجـود نـدارد   حسابانِ کسريمشخص شد که منبع فارسی مناسبی براي 

 را در این زمینه به زبان ساده تدوین برآن شدیم که کتابی حسابانِ کسريتوجه به علاقه دانشجویان به 

  .گیردنماییم تا به عنوان پایه مورد استفاده علاقه مندان قرار 

ایـن کتـاب    بسیار گسترده است، ولی با توجه به اینکه هدف حسابانِ کسريي مباحث کنترلی در حوزه

مقاوم بوده است و این مبحث از کنترل نیـاز بـه آشـنایی مناسـب بـا       استفاده از این حسابان در کنترلِ

ه دانشجویان و محققان به مختلفی پرداخته شده است ک به مباحث ،کنترل را دارد علمِ خیلی از مفاهیمِ

ریاضـیِ  مباحث يهل کلیکام لازم به ذکر است که مبناي این کتاب پوششِ ،همچنین. آن احتیاج دارند

کنتـرل توضـیح داده    در مهندسیِ حسابانِ کسريکاربرديِ مفاهیمِ ،نبوده و در حد نیاز حسابانِ کسري

  . شده است

استفاده  پرداخته و با ذکر یک مثال، عملی بودنِ بانِ کسريحساپیدایشِ يکتاب به تاریخچه فصل اولِ

در فصلِ. این حسابان خارج شود صرف بودنِ تئوريِ از این حسابان را یادآور شده تا خواننده از کسالت 

ابتدا به صفحات ریمان و توابع . کسري توضیح داده شده استي مرتبه حسابانِ يدوم مفاهیم پایه

کسري کاربرد  يکه در تعاریف مختلف مشتق و انتگرال مرتبه لفلر-میتاگما و پرکاربردي همچون گا

ي مرتبهاز مشتق و انتگرال  کاپوتوو  لیوویل- ریمان، لتنیکو- گرانوالددارند، اشاره شده و سپس تعاریف 

. ها مطرح گردیده استآن محاسبه و خواصِ رویکردهاي مختلف ،بیان و مقایسه شده و در ادامه کسري

  .ده استشکسري و تبدیل لاپلاس در این حوزه بیان  يدیفرانسیل مرتبه معادلات ،ر انتهاي این فصلد

زمانی،  هاي پاسخِویژگی. پرداخته است ي کسريمرتبههاي  فصل سوم به تعاریف مربوط به سیستم

ین مباحث تراز مهم ي کسريمرتبههاي  فرکانسی سیستم صفر و قطب و پاسخِ ضربه و مفاهیمِ پاسخِ

دو مثال کاربردي  ،اساسی توضیح داده شده و در نهایت فصل بلوك يدر ادامه. باشند این فصل می

خطی و  ي کسريمرتبههاي  در فصل چهارم به پایداري سیستم. جهت تفهیم موضوع ارائه گردیده است

  .هاي خطی مورد بررسی قرار گرفته است آن در سیستم کاربردهاي پرغیرخطی اشاره شده و روش



به  ،در فصل پنجم. پردازد می ي کسريمرتبههاي  سیستم هاي پنجم وششم به شناسایی و تحققِفصل

ها را  شناسایی مستقیم این سیستم ،زمان و حوزه فرکانس و همچنین يشناسایی در حوزه ،اختصار

تحقق یک بلوك  يشم نیز جهت آشنایی خواننده، ابتدا نحوهدر فصل ش. مورد مطالعه قرار داده است

حداقل  آنالوگ، دیجیتال، تحلیلی و روشِ صورتهاي تحقق بهانواع روش ،مشتقگیر بیان شده و سپس

ي مرتبههاي  سازي سیستم ذکر یک مثال و همچنین پیاده. خطا به اختصار بیان شده است مربعات

لازم به ذکر . عملی خواننده از این مباحث کمک خواهد کردبه ایجاد درك  FPGAتوسط  کسري

هاي تواند به کتاب بیشتر در این خصوص می اطلاعات است که خواننده در صورت تمایل به داشتنِ

  .دکنمراجعه ] 54[و ] 53[

 ،ي کسريمرتبههاي  سیستم مقاومِ اساسی از کنترلِ در فصل هفتم، خواننده با دو مفهومِ ،در نهایت

سعی  ،همچنین. شود آشنا می) QFT(ی کم فیدبک کرُن و کنترلِ کنترلِ هاي مختلفعنی نسلی

  . پیچیده براي خواننده ملموس گردد هاي مناسب این مفاهیمِگردیده تا با آوردن مثال

التحصـیلان گـروه   جمعـی از دانشـجویان و فـارغ    تلاشِ لازم به ذکر است که این کتاب حاصلِ ،در پایان

بعضـی از اسـاتید    يایران و همکـاري صـمیمانه   علم و صنعت دانشگاه برقِ مهندسیِ يدانشکده لِکنتر

 دانشگاه صـنعتیِ  نوشیروانیِ برقِ يدانشکدهکنترلِ گروهاستاد  ،محترم مانند آقاي دکتر ابوالفضل رنجبر

  .شود ها تشکر میز آنباشد که ا داشته اند، و سایر دوستان میهمکاري ، که در ویراستاري کتاب بابل

یشـنهادي  که اشکالی در متن کتـاب دیدنـد و پ  شود در صورتیاین کتاب تقاضا میگرامیِ ياز خواننده
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1  کاربرد حسابان کسري در کنترل مقاوم

  1فصل 

  يبر حسابان کسر يا دیباچه

مقدمه-1-1

وجود آمده ي نوینی در دنیاي علم بهها روشصنعت،  يامروزه با پیشرفت دانش بشري و توسعه

ها در  سیستم کنترلِ در بحث. شودیماستفاده  ها آناز زندگی بشربراي آسایش بیشتر کهاست

  زینمروزه او  شدیماستفاده  1پی آي ديیی مانند ها کننده، از کنترلي نه چندان دورها سال

علم،  با گسترشِ. ها هستند يي موجود در بازار همان پی آي دها کنندهاز کنترل% 90بیش از 

 ها ستمیسنیز جاي خود را در کنترل  ها آنترکیب  اي فازي، تطبیقی، مقاوم و یها کنندهکنترل

جوابگو  کاملاً تواندیمها کننده کنترلز این که آیا استفاده استاما سوال اینجا. اندباز نموده

  .باشد یا خیر

 توانیمکار دارند اما ي سروریگ مشتق، مهندسین و دانشمندان زیادي با عملگرهاي دانانیاضیر

ي فکر ریگ انتگرالي و ریگ مشتقيدر مورد مرتبه ها آنتعداد کمی از  که ت گفتجرأبه 

ي صحیح استفاده کرد، چرا از ها مرتبهآید که چرا باید از  در اینجا این سوال پیش می. اند کرده

اهمیتی دارد که به این  و اینکه آیا اصلاً میکنینمي کسري و یا حتی مختلط استفاده ها مرتبه

.ها بپردازیم یا خیر نوع مرتبه

                                          
1 PID



يبر حسابان کسر يا دیباچه 2

با 2از آقاي لیبنیز 1با مطرح شدن سوالی از طرف آقاي هوپیتال 1695در سال  حسابانِ کسري

از  میتوانینم، و آیا میریگیمي صحیح در نظر ها مرتبهرا از  ها مشتقمیشه ه«: ین مضمون کها

و  حسابانِ کسريانیبقبل از . شروع شد »ي استفاده کنیم؟ ریگ مشتقدرجات کسري براي 

ه شاید ادبیاتی نزدیک ک(ي کسري مرتبهدر اینجا از عبارت کهگفت  دیباآن در کنترل،  کاربرد

ي مختلط مرتبهو  حیصحریغي مرتبهشامل هر دو  که،)دي غیر صحیح داشته باشتبهمربه 

  .  شودیماست، استفاده 

  خچهیتار-1-2

بود و  3صورت استاتیکیبه شدیمارائه  ها ستمیسیی که براي ها مدل، 1695تا قبل از سال 

از سال . آمدیمست دنیز از علم هندسه و جبر به شدیممطرح  ها ستمیسریاضیاتی که براي این 

معادلات دیفرانسیل و  شده و از  4ي دینامیکیها مدلتبدیل به  ها مدل1960تا سال  1695

 5کسري يي مرتبهها مدل1960ل بعد از سا. شد عنوان ریاضیات مربوطه استفاده میانتگرال به

. بود 6کسري حسابانِمطرح شد  ها ستمیسگونه نیاي علم شد، و ریاضیاتی که براي عرصهوارد 

شدن و  تريکاربردریاضی،  محاسبات حجمِ ي نو به سمت کم کردنِا چهیدرحسابانِ کسري

                                          
1 Hopital
2 Leibniz
3 Static model
4 Dynamical model
5 Fractional order system
6 Fractional calculus



  

  

  

  

3  کاربرد حسابان کسري در کنترل مقاوم

تعمیمی از  حسابانِ کسري. باشدیمها کنندهشدن طراحی کنترل تر سادهو  تر عیسر

  .باشدیمي کسريمرتبهصحیح به  يي مرتبهعملگرهاگیريِگیري و مشتقانتگرال

  ؟ي کسريمرتبهچرا -1-3

 ،خلاصه طورِبه توانیم، شودیماستفاده  )کلاسیک(ي صحیح مرتبهي کنترل ها ستمیسوقتی از 

 ها ترمتاثیرات این . ي بیان نمودریگ مشتقرفتار سیستم کنترل را با سه ترم تناسبی، انتگرالی و 

  :صورت زیر استبه ها ستمیسروي رفتار 

و باقی ماندن پایداري، براي حالت افزایش سرعت پاسخ، کاهش خطاي حالت ماندگار . 1

  تناسبی

2 .افزایش پایداري نسبی و حساسیيریگ مشتقت به نویز، براي حالت  

3 .انتگرالی حذف خطاي حالت ماندگار و کاهش پایداري نسبی، براي حالت  

تاثیرات مثبت  اثرِ. ي فرکانس قابل درك استحوزهسادگی در به ها ترمو منفی این  مثبت

آن دانست و اثر منفی  دلیل افزایش فاز به توانیمرا  )فزایش پایداري نسبیا(ي ریگمشتق

20افزایش بهره با شیب  نیز به علت )فزایش حساسیت به نویزهاي فرکانس بالاا( /db dec در

را  )راي حالت ماندگاذف کردن خطح(در حالت انتگرالی، اثر مثبت . باشد ي بالا میها فرکانس

به را )اهش پایداري نسبیک(در فرکانس صفر و اثر منفی آن  تینهایببهره  سبببه  توانیم

دلیل کاهش فاز 
2


  . دانست

1و nsرسد که با استفاده از فرم نظر میطبیعی به
ns

nه ک   بتوان بهبود بیشتري را ،

امروزه  ،همین دلیلبه. ر و اثر منفی کمتر بدست آوردشاهد بوده و ترکیبی از اثر مثبت بیشت
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به سرعت رو به افزایش است  شودیماستفاده  حسابانِ کسرياز  ها آنتعداد کاربردهایی که در 

ي ها ستمیسشیمیایی، -ي الکتریکیها صهعردر  آني اخیر که کاربردهاي ها دههدرو 

  . شودیموضوح مشاهده ي علومِ معاصر بههیبقمحیطی، علوم مواد، ویسکوالاستیسیته و زیست

بیشتري نسبت  که بتوانیم یک سیستم واقعی را با دقت دهدیماین نوع محاسبات به ما اجازه 

ي واقعی کم ها ستمیسکسريِي مرتبهاگرچه ممکن است . به روش اعداد صحیح توصیف کنیم

ي ها مدلکه پیشتر فقط از  ايعمدهعلت. معمولا کسري هستند ها ستمیسنیای ولباشد، 

بوده که این مساله  ي کسريمرتبهبراي معادلات حل راه، نبود شدیمصحیح استفاده  يمرتبه

، یعنی مدل تریکلحالت خاصی از مدل  توانیمصحیح را  يمدل مرتبه. امروزه حل شده است

ي مرتبهسیستمِ جوابِ کلیِ رفتارِ کهگرفت  جهینتتوانیم،لذا. در نظر گرفت ي کسريمرتبه

طرحی براي ارزیابی  عنوانِاز این اصل به. باید به جواب مدل مرتبه صحیح همگرا شود کسري

.شودیمنتایج حاصله استفاده 

کنترلی اهمیت زیادي پیدا  ن در جوامعِخطی ثابت با زما ي کسريمرتبهي ها ستمیساخیراً

هاي فیزیکی، ترمودینامیکی، مدارهاي  ه، چرا که محاسبات کسري در بسیاري از پدیدهکرد

  .وارد شده است... ي شیمیایی وندهایفرآي مکاترونیک، ها ستمیسالکتریکی، 

کنترل  ير زمینه، دباشدیمبسیار مهم  ها ستمیسپایداري در کنترل  يکه مسئلهبا توجه به این

زیادي در ارتباط با پایداري  يل و مشکلات حل نشده، مسایي کسريمرتبهي ها ستمیس

 پذیريِمقاوم، کنترل پذیريِتوان به مشاهده ي این مسایل میاز جمله. وجود دارد ها ستمیس

اي بشري ه در مورد بخشی از پیشرفت کتابدر این . اشاره نمود هايداریپامقاوم و بررسی انواع 
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 امید است موارد اشاره شده بتواند در جهت. صحبت خواهد شد حسابانِ کسرييدر زمینه

  . خواننده مفید واقع گردد اطلاعات افزایشِ

، ي کسريمرتبهانتگرال -مشتق فیتعرشامل  حسابانِ کسريی مباناصول و  ،در فصل دوم

نیاز  ي کسريمرتبهي ها ستمیسبا  براي آشنایی. شود هاي آن بحث می لاپلاس و ویژگی لیتبد

ابتدا توابع مورد  ،در این فصل. را بدانیم ي کسريمرتبهاست تعریف عملگر مشتق و انتگرال 

هاي ریمان توصیف شده، لفلر و نیز صفحه- مثل تابع گاما و میتاگ حسابانِ کسري،استفاده در 

ي مرتبهدو سیستم  ،در ادامه. است شدهسه تعریف عمومی مشتق و انتگرال کسري ارائه  ،سپس

ي مرتبهبلوك اساسی  عنوانِ تحت ي کسريمرتبههاي بنیادین در تعریف سیستم کسري

در زمان یا  ها آني نمایش نحوهمختلط بررسی شده و  يانتگرال مرتبه-و مشتق کسري

  . شودها بیان میي آنفرکانس و پاسخ ضربه

ها، مباحث ي بیان این سیستم، نحوهي کسريمرتبهستمیسمعادلات دیفرانسیل  ،در فصل سوم

ها و ارتباط آن با قطب و صفرهاي پاسخ زمانی آن تمانند بحث خطاي دائمی، کیفی ،کنترلی

معادلات دیفرانسیل دو سیستم در انتهاي این فصل، . شودرائه میا ي کسريمرتبهسیستم 

بی نهایت ختم - خط شبهو  ه مقاومتبی نهایت ختم شده ب- شبهخط  :فیزیکی که عبارتند از

اساسی  بلوكنکات تکمیلی راجع به دو سیستمِ ،دست آورده شده و سپسهب شده به القاگر

 نیادر  ،در حقیقت. شودبیان می مختلط يمرتبه گیرِ مشتقو  ي کسريمرتبههاي  سیستم

کی ،مچنینهاي کنترل کلاسیک بررسی شده و هفصل پایداري دو سیستم آخري توسط ایده

داده  حیتوضکه بسیار پرکاربرد است،  ي کسريمرتبهي ها ستمیسی عملي ساز ادهیپروش

در این . پردازد می ي کسريمرتبهي ها ستمیسفصل چهارم به بررسی پایداري . خواهد شد
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. شوددر قالب مثال  ارائه می ي کسريمرتبههاي ي پایداري سیستماصول بنیادین درباره ،فصل

نموده و  انیبی را واقعي ها ستمیسي ساز مدلیی و شناسادر  حسابانِ کسريگاهیجاپنجم فصل 

توان در اینجا دو رویکرد را می. شودیمي فرکانس شرح داده حوزهها در  ستمیسیی این شناسا

بیان نمود که عبارتند از رویکرد  ي کسريمرتبهسیستم بر حسب سیستم  براي شناساییِ

هاي ي توزیع شده اساساً روشاستفاده از مرتبه. و رویکرد ساختار نامعلوم دهش عیتوزي مرتبه

ها فرض در این روش. را ندارند 1سازي برخطي زمان هستند و قابلیت پیادهخط در حوزهقطع 

که در  هاییروش ،از طرف دیگر. هاي کسري موجود در سیستم معلوم باشندشود که مرتبهمی

اند و شناسایی ه شدهي زمان یا فرکانس ارایروند، در حوزهکار میوم بهرویکرد ساختار نامعل

ها در این روش. دهندانجام میبرخط برخط یا آفلاین  را به هر دو روشِ ي کسريمرتبهسیستمِ

هاي معلوم بوده که باید توسط الگوریتمموجود در سیستم نا هاي کسريِشود که مرتبهفرض می

ي شده در حوزهي توزیعدر این فصل از رویکرد مرتبه. تخمین زده شوند سازي غیرخطیبهینه

3سازي پیادهو  2فصل ششم چند روش تحقق. شودفرکانس براي شناسایی سیستم استفاده می

ي ها ستمیس4یعملکاربردکدر فصل هفتم ی. دهدیمه رایرا ا ي کسريمرتبهي ها ستمیس

 ،فصل نیادر . شودیمشرح داده  5کرنکنترلتمِسیس تحت عنوانِ ،ي کسريمرتبهکنترل

  . معرفی گشته و در مورد هر یک مثالی ذکر شده است کرنهاي کنترل  چهار نسل از سیستم

                                          
1 Online 
2 Realization 
3 Implementation
4 Practical 
5 Commande Robust d’Order Non Entire مخفف عبارت فرانسوي



  

  

  

  

7  کاربرد حسابان کسري در کنترل مقاوم

1-4-ي کسريمرتبهمثالی از کاربرد  

  .گردد ارایه می ریزيمثال قضیه انِیبقبل از 

)م کنیاگر فرض : 1- 1تئوري  ) { ( )}F s L f t)آن  که درLلاپلاس است،نماد تبدیل (

)باشد، آنگاه ي همگرایی هیاحداراي ن )F s  روي تحلیلی است.  

  .مراجعه نمایید]1[براي اثبات به 

 Cو  Rن بر واحد طول با مقاومت و خاز نهایتبی- خط شبه. پردازیم به بیان مثال می ،حال

/1با تعریف. موجود است RC صحیح زیر  يجزئی مرتبه دیفرانسیل يولتاژ خط با معادله

  :شودیمبیان 

)1 -1(
2

2
( , ) ( , )v x t v x t

t x


 


 

,0)بــا شــرایط مــرزي ) ( )inv t v t  وlim ( , ) 0
x

v x t


.  از تبــدیل لاپــلاس دو طرفــهL  بــراي

اسـتفاده نمـوده و از    sو بیان آن با تـابعی از متغیـر    tریمتغی با زمانتابع گرفتن تبدیل لاپلاسِ 

و بیان آن با تابعی از  xبراي گرفتن تبدیل لاپلاس تابعی از متغیر  Lتبدیل لاپلاس یک طرفه 

  .   بریم بهره میpمتغیر 

  :ابر است بابر xي جریان خط در نقطه

)1 -2(
1

( , ) ( , )i x t v x t
R x


 


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  :دیآیمدست صورت زیر بهبه tتبدیل لاپلاس بر حسب متغیر ) 1- 1(ي رابطهاز 

)1 -3(
2

2
( , ) ( , )sV x s V x s

x






  

ــا  ,0)ب ) ( ) { ( )}, lim ( , ) 0in in
x

V s V s L v t V x s


  .  ــا فــرض )ب , ) ( , )V x s V x s
x

 



و  

نتیجه به  صورت زیر حاصل ) 3-1(ي رابطهاز  xگرفتن تبدیل لاپلاس یک طرفه به ازاي متغیر 

  :شودیم

)1 -4(2( , ) ( , ) (0, ) (0, )
s

W p s p W p s pV S V S


    

)که در آن  , ) ( ,.)W p s L V x. فوق براي تعیین يبا بازنویسی و حل معادله( , )W p s  

  :داریم

)1 -5(2 2

1
( , ) (0, ) (0, )

p
W p s V s V s

s s
p p

 

 

 

داریم  طرفهیک لاپلاسِتبدیلِبا استفاده از جدولِ
2 2

{cosh( )}
p

L ax
p a




و  

2 2
{sinh( )}

a
L ax

p a



  :، لذا خواهیم داشت  
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)1 -6(

( , ) cosh (0, ) sinh (0, )

1 1
exp( ) exp( ) (0, ) exp( ) exp( ) (0, )

2 2

1 1
exp( ) (0, ) (0, ) exp( ) (0, ) (0, )

2 2

s s
V x s x V s x V s

s

s s s s
x x V s x x V s

s

s s
x V s V s x V s V s

s s



 



   

 

 





 

   
       

   

   
           

   

   
          

   

  

s ِحقیقی منفی  روي محور  تحلیلی نیست و چون ت،  عدد حقیقی نامنفی اس

s


)لذا . تحلیلی نیست در   , )V x s  برايs  يقضیه پس طبقِ. تحلیلی نیست

)1 -1( ، .  برايs   کهarg( )s   که براي  شودیمباشد، نتیجهs  ،

argي رابطه
2

s 



 
  

 
sاین معادل است با . برقرار باشد    وRe 0

s



 
  

 
چون  .

lim ( , ) 0
x

V x s


 ،الذ. باید صفر باشد) 6- 1(در  ترمنیاول  

)1 -7(  (0, ) (0, ) 0V s V s
s

    

  :داریم) 2- 1(دوطرفه از  لاپلاسِ با گرفتن تبدیلِ

)1 -8(  
1 1

( , ) ( , ) ( , )I x s V x s V x s
R x R


   


  

  :شودیمزیر بازنویسی  شکلِبه ) 7- 1(ي معادلهپس 
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)1 -9(  
1

(0, ) (0, )V s R I s
s

  

0xدر  نهایتبی- پس امپدانس خط با اتلاف شبه شودیم:  

)1 -10(  
(0, ) 1 1

(0, )
(0, )

V s R
Z s R

I s Cs s
    

با تعریف 
R

A
C

 ،)1 -10 (شودیمصورت زیر بازنویسی به:  

)1 -11(  
(0, )

(0, )
(0, )

V s A
Z s

I s s
   

  :به شکل زیر است) 11- 1(دیفرانسیل مرتبط با  يکه معادله شودیمدر فصل بعد دیده 

)1 -12(  0.51
(0, ) (0, )ti t d v t

A
  

  .صحیح استي غیرمرتبهي صحیح به هبمرتعمیم مشتق ازتاین عبارت 

  .آورده شده است) 1- 1(در شکل  نهایتبی- نماد مداري خط با اتلاف شبه

  نهایتبی- نماد مداري خط با اتلاف شبه) 1- 1(شکل
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